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Das Bild wurde aus Speicherplatzgriinden hier nicht mit aufgenommen, ist
aber dem Artikel von Cohen [5] zu entnehmen.

Der Stehaufkreisel begeistert kleine und grofle Kinder. Hier beobachten die bei-
den Nobelpreistrager Wolfgang Pauli (links) und Niels Bohr einen Stehaufkreisel
bei der Eroffnung des Instituts fiir Theoretische Physik in Lund, Schweden im
Jahre 1952.
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Einleitung

Diese Arbeit untersucht die Bewegung des Stehaufkreisels (tippe top), dessen
eigenartiges Verhalten seit jeher gleichermaflen Verbliiffung wie Interesse hervor-
ruft.

Obwohl der Kreisel einen einfachen Aufbau, ganz dhnlich wie das bekannte
Stehaufméannchen, aufweist, zeigt das dynamische Verhalten vollig unerwartete
Effekte, welche aus den iiberaus komplizierten Bewegungsgleichungen resultieren,
aber anschaulich zunéchst iiberhaupt keine Erklarung finden. Dieses komplexe
Verhalten fasziniert Kinder wie auch Nobelpreistriger (Titelbild) und war auch
fiir mich der Antriebsgrund fiir die Beschéftigung mit diesem wunderschénen
Thema.

Das Problem , tippe top® ist ein recht altes, und vor allem in den friihen fiinf-
ziger Jahren gab es zahlreiche Untersuchungen zu diesem Thema [1-4]. Aller-
dings war die analytische Behandlung auf mehr oder weniger genaue Naherungen
beschrinkt, deren Qualitét sich nicht durch Computerberechnungen iiberpriifen
liefl. Viel einschneidender ist jedoch die Tatsache, dafl die fiir die theoretische
Physik so charakteristische Frage nach den Prinzipien und dem warum des Auf-
richtens bis in jiingster Zeit nur unvollstdndig und spekulativ behandelt wurde.
Selbst die detailierten Analysen von Cohen [5] und Or [6] liefern keine Erklarung
fiir den Aufrichtungsvorgang. Erst H. Leutwyler [7] und darauf aufbauend Eben-
feld [8] haben eine analytische Begriindung fiir die Aufrichtung geliefert; in un-
serer Arbeit wollen wir diese Ideen aufgreifen und weiterentwickeln, wobei vor
allem zwei Ziele verfolgt werden:

1. Eine weitgehend analytische Behandlung mit Erklirung des Aufrichtungs-
vorganges,

2. Eine moglichst realitéitsnahe Beschreibung mit Beriicksichtigung der rele-
vanten Einfliisse.

Zum zweiten Punkt ist noch folgendes anzumerken: Alle Autoren bis auf [1], [9]
sowie [10] modellieren den Stehaufkreisel als inhomogene Kugel, bei der Schwer-
punkt und Kugelmittelpunkt nicht zusammenfallen. Lediglich Hugenholtz [1]
behandelt das Aufrichten auf den Stift analytisch, allerdings unter einigen sehr
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Einleitung 2

restriktiven Voraussetzungen (u. a. Gleichheit aller drei Haupttrigheitsmomen-
te). Dabei ist es gerade der Ubergang auf den Stift, was den Reiz dieses Spielzeugs
ausmacht und demzufolge in dieser Arbeit besondere Beachtung findet.

Zum Aufbau noch folgende Erlduterung: Wir werden zunéchst ein Modell
eines Stehaufkreisels mit Stift entwickeln, welches als Besonderheit eine Beriih-
rungsfliche zwischen Kreisel und Unterlage enthélt. Die Differentialgleichungen
der Bewegung werden mittels Lagrange- und Dissipationsfunktion aufgestellt. In
Kapitel 2 erfolgt eine detailierte Untersuchung der Bewegungsformen insbeson-
dere iiber das Langzeitverhalten und wir fithren eine Stabilitdtsanalyse durch.
In Kapitel 3 betrachten wir das Aufrichten auf den Stift genauer und leiten Be-
dingungen ab, mit deren Hilfe sich bereits aus den Startwerten beim Anwerfen
des Kreisels eine Aussage machen 1a3t, ob der Kreisel die invertierte Position auf
dem Stift erreichen kann. SchliefSlich vergleichen wir die Computerberechnungen
mit unserer Analyse und diskutieren die numerischen Ergebnisse.

Noch ein Wort zur Anwendbarkeit im Schulunterricht: Auch wenn die Be-
handlung dieses Themas als Zulassungsarbeit notwendigerweise ein gewisses Maf3
an mathematischem Formalismus erfordert und demzufolge der Ubertragbarkeit
der Ergebnisse auf die Schule naturgemafl Grenzen gesetzt sind, so ist doch die
Faszination der Kreiselbewegung im allgemeinen ein ausgezeichneter Ausgangs-
punkt im Hinblick auf das Wecken von naturwissenschaftlichem Interesse bei
Schiilern.

An dieser Stelle féllt mir ein Wort ein, welches M. Berry in seinem Biichlein
,Kosmologie und Gravitation“ im Vorwort an seine Studenten richtet und wel-
ches sinngeméf auf die Beschéftigung mit dem Spielzeug Stehaufkreisel aus reiner
Neugier iibertragen werden kann:

LEs hilft thnen nicht bei der Suche nach einem Arbeitsplatz oder beim Bau
von Einrichtungen militdrisch-industrieller Art und vergréflert auch nicht das
Bruttosozialprodukt. Aber es trigt, so hoffe ich, dazu bei, den alten Gedanken
wiederzubeleben, daf$ die Physik vor allem ,Naturphilosophie” sein sollte. “



Kapitel 1

Physikalischer Hintergrund

1.1 Modellbildung

Fiir den Stehaufkreisel wurde folgendes Modell entwickelt: Der ,,Hauptkorper®
besteht aus einer abgeschnittenen Kugel mit Radius r und einer eventuellen
zylindrischen Ausfrisung um die Mittelpunktsachse. Diese Ausfrasung bewirkt
eine Vergroflerung des Abstandes Schwerpunkt — Kugelmittelpunkt; ein Umstand
der — wie wir noch sehen werden — von Bedeutung ist.

Darauf aufgesetzt ist ein Stift, dessen Abschlufl eine Halbkugel mit Radius
r’ bildet, (sieche Abbildung 1.1). Die Abbildung 1.2 zeigt die Lage des Kreisels

4

Abbildung 1.1: Querschnitt des Kreisels

im Inertialsystem, die eingezeichneten Winkel sind die bekannten Fulerwinkel
(ON beschreibt die Knotenlinie). Die drei Haupttrégheitsmomente I; = I, (aus
Symmetriegriinden) und I3 sowie der Schwerpunktsabstand a vom Hauptkugel-
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Abbildung 1.2: Kreisel im Inertialsystem (aus [10])

mittelpunkt werden hierbei als bekannt vorausgesetzt. Das Trégheitsmoment
I3 bezieht sich auf Drehungen um die Figurenachse, welche durch SM gegeben
ist. Die iibrigen beiden Achsen verlaufen ebenfalls durch den Schwerpunkt und
bilden mit der Figurenachse ein orthogonales Dreibein.

Um nun den tatsédchlichen Bewegungsablauf moglichst gut zu beschreiben,
ist es notwendig, die relevanten EinfluBfaktoren zu erkennen und bei der Mo-
dellierung zu beriicksichtigen. Zu Beginn und am Ende der Bewegung steht die

7777771177777
Abbildung 1.3: Stehaufkreisel in Ausgangslage und auf dem Stift

Symmetrieachse nahezu senkrecht auf der Unterlage. Wahrend der Invertierung
nimmt jedoch die potentielle Energie zu; deshalb mufl die kinetische Energie
(zundchst unabhingig von eventuellen Reibungsverlusten) abnehmen, also
I3 I3
Tbeg = Ewgeg > Tend = sznd .
Folglich muf§ auch der Betrag des Drehimpulses kleiner werden, was wiederum ein
vertikal gerichtetes Drehmoment impliziert, welches allerdings nur mittels einer
horizontalen Kraft erzeugt werden kann, die die Gewichtskraft naturgemé&f nicht
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liefern kann. Die einzige horizontale Kraft, welche {iberhaupt in Frage kommt,
ist aber die Reibungskraft, weshalb ein Modell Reibungsverluste beriicksichtigen
muf. Des weiteren lehrt die Beobachtung, dafl sich der Kreisel in der invertier-
ten Position (d. h. Kreisel steht senkrecht auf dem Stift) nicht allzulange halten
kann. Aus diesem Grunde wurde bei der Modellbildung eine Beriithrungsfidche
zwischen Kreisel und Unterlage angesetzt. Dies 148t sich nur realisieren, wenn
die elastischen Eigenschaften von Kreisel und Boden beriicksichtigt werden. Ab-
bildung 1.4 zeigt einen Querschnitt des Kreisels mit iibertriebener Darstellung
der Verformung des Bodens.

Diese Elastizitédt ist auch in anderer Hinsicht von Bedeutung: Zahlreiche
Versuche und vorhergehende Untersuchungen [10] haben gezeigt, dafl der Kreisel
gelegentlich vom Boden abhebt (was sich akustisch durch Rattern bemerkbar
macht); in seltenen Féllen ist ein solcher Luftsprung auch mit bloBem Auge
erkennbar! Um nun das Abheben und Aufschlagen auf den Boden realistisch zu
simulieren sind elastische Eigenschaften unumgénglich.

Bemerkung:

Die Beriicksichtigung der Elastizitit des Kreisels tut dem Modell ,,starrer Kor-
per natiirlich keinen Abbruch, da die Idealisierungen (insbesondere Konstanz
der Haupttragheitsmomente) bei solch winzigen Deformationen auch weiterhin
hervorragend gewéhrleistet sind.

Abbildung 1.4: Geneigter Kreisel mit Verformung des Bodens
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1.2 Der Reibungsansatz

1.2.1 Ein Ausflug in die Elastizititstheorie

Um nun das durch die reine Bohrreibung verursachte Reibungsdrehmoment be-
rechnen zu koénnen, ist es erforderlich, die Form und die Gréfle des Beriihrungs-
gebietes sowie die Druckverteilung in demselben zu kennen. Folgende Abbildung
zeigt einen Querschnitt zweier Korper unter dem Wirken von Normalkréaften. Die
Oberflachen der beiden Kérper werden hierbei durch die Hauptkriimmungsradien
des vormaligen Beriihrungspunktes charakterisiert.

Abbildung 1.5: Querschnitt zweier Korper unter dem Wirken von Normalkréften

Das Problem der Berithrung zweier Korper unter dem Einflufl reiner Nor-
malkréafte wurde bereits sehr frith von Heinrich Hertz untersucht und fiihrt zu
den bekannten Hertzschen Formeln, welche durch Experimente vollauf bestétigt
wurden.

Die Herleitung nachfolgender Beziehungen ist ein schwieriges und umfangrei-
ches Unterfangen (siche z. B. [11] bzw. [12]); da fiir die weitere Rechnung nur
die Ergebnisse von Bedeutung sind, werden diese ohne Beweis angegeben.! Die
Verformung beider Kérper berechnet sich zu

(FD)2/3
. 3/1—-0% 1—07
mit D = Z( Z + [ ) (1.2)

wobei
F: Normalkraft
r:  Radius der Hauptkugel aus Abbildung 1.4
E, F': Elastizitatsmodul von Kreisel bzw. Unterlage
o,0':  Querkontraktionszahl (Poissonscher Modul) von Kreisel

bzw. Unterlage

'Fiir die Hauptkriimmungsradien der Unterlage (=Tischplatte) wurde p = oo eingesetzt.
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Aus (1.1) erhélt man das Potential V' der Verformung zu

2
V= 5—\1/);h5/2. (1.3)

Hier sei noch erwéhnt unter welchen Voraussetzungen obige Formeln abgeleitet
wurden:

e homogene, isotrope Materialien,
e alleinige Wirkung von Normalspannungen in der Beriihrungsfiiche,
e die Deformation ist klein gegeniiber den Korperabmessungen.

Bevor wir zur Berechnung der Dissipationsfunktion iibergehen, noch ein kleines
Rechenbeispiel, um ein Gefiihl fiir die auftretenden Grolen zu erhalten

N
E' = Epiane ~ 10°=,
m

&
Il

= o ~0.1,

= 2,5-10%m,
= 15-10 %kg,
mg,

= 1.24-10%m.

> 3 < q
I

—

Die Beriihrkreisfliche besitzt aus geometrischen Griinden einen Radius von etwa
R = V/2rh. Mit obigen Werten folgt hieraus R = 2.49 - 10~°m. Dies bedeutet,
das Beriihrungsgebiet wird durch einen Kreis begrenzt, dessen Radius lediglich
etwa 0,025mm betrégt.

1.2.2 Die Dissipationsfunktion

Wie bereits erwahnt, spielt Reibung beim Verhalten des Stehaufkreisels eine
entscheidende Rolle. Genauere Untersuchungen dieses Aspekts (siehe [6]) haben
gezeigt, dafl das seltsame Verhalten des Kreisels ausschliellich durch Gleitreibung
verursacht wird und Rollreibung praktisch unbedeutend ist.

Wie kommt man nun zu einem Reibungsansatz unter Beriicksichtigung einer
Berithrungsfliche? Hierzu betrachten wir zunéchst eine homogene Kreisscheibe
der Dichte p, Hohe h und Radius R, welche sich unter dem Einflufl der Gewichts-
kraft sowie Coulomb-Reibung in y-Richtung bewegt. Der Translationsbewegung
sei noch eine Rotationsbewegung mit nicht notwendigerweise konstanter Win-
kelgeschwindigkeit w iiberlagert. Abbildung 1.6 verdeutlicht diesen Sachverhalt.
Bevor wir die resultierende Reibungskraft berechnen, noch ein kurzer Einschub
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[ 4

Abbildung 1.6: Uberlagerung von Rotation und Translation

iiber generalisierte Reibungskrifte und deren Zusammenhang mit der sogenann-
ten Dissipationsfunktion:

Im Vorgriff auf Abschnitt 1.3 werden bei der Aufstellung der Bewegungsglei-
chungen die generalisierten Reibungskréfte R; benétigt. Diese werden iiber eine
Dissipationsfunktion berechnet, welche die kartesischen Reibungskréfte in verall-
gemeinerte R; umwandelt. Die Dissipationsfunktion 1a8t sich leicht bestimmen,
wenn die Reibungskraft folgende Form besitzt

R=—h(v)é,. (1.4)
So gilt etwa fiir Coulomb-Reibung (Festkorperreibung)
h(v) = fFy, (1.5)

hierbei ist f der Gleitreibungskoeffizient und Fly die Normalkraft. Ganz allge-
mein ergibt sich die Dissipationsfunktion zu (Herleitung z. B. in [9])

P= Z/hi(vg)dvl’-, (1.6)

i=1 0

wobei N die Anzahl der Teilchen bezeichnet. Die Dissipationsfunktion P spielt
des weiteren auch eine &hnliche Rolle wie das Potential, denn es gilt R; =

Betrachten wir nun von der Kreisscheibe ein Massenelement dm = phrdydr
(entspricht in (1.6) einem Teilchen), so lautet die differentielle Dissipationsfunk-
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tion fiir dieses Massenelement

dP = /fdmgdv’:fgvdm,
0

2r R

=P = fgh/)//rd’yd"r’\/vgjL(Tw)2+2rwvocosv,
0 0

bei reiner Rotation (vy = 0) ergibt sich
2
P = fmgng. (1.7)
Fiir den Betrag der Reibungskraft in Bewegungsrichtung erhalten wir die Inte-

graldarstellung

2r R
Vg + Wr cos "y

oP
Ry=—= h// rdydr. 1.8
Y Oug Tap ) Vg + (rw)? + 2rwug cosy ! (18)

Will man nun obiges Doppelintegral auswerten, so sto3t man bald auf elliptische
Integrale, deren Losung bekanntlich nicht durch die Grundfunktionen darstellbar
ist. Durch Reihenentwicklung des Integranden l&8t sich jedoch R, als Reihe
darstellen, welche iiberdies sehr schnell konvergiert. Die Berechnung des Integrals
ist mithsam und langwierig, ohne neue Einsichten zu vermitteln, deshalb sei an
dieser Stelle nur das Ergebnis mitgeteilt:

15 1 4 5 - 35

P - " | firu<i
Jmg ju = gut = 1021 T To3sa” } e <

1 1 5 35
fmg 11—

8ud  64u® 1024w’ 16384u°

] fiir u > 1,

mit u = vy/wR.

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich leicht auf beliebige Druckverteilungen
im Beriihrungsgebiet verallgemeinern. Unter Berticksichtigung der Elastizitét von
Kreisel und Unterlage ergibt sich nach Hertz [11] die radiale Druckabhéngigkeit
im Beriihrkreis zu

pr) = o T T, (19)
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Setzt man fiir die Normalkraft F' wieder die Gewichtskraft ein, so erhélt man die
modifizierte Dissipationsfunktion

27 R
3
P = f2n;§2 //Td’yd’m/l - rz/RQ\/vg + (rw)? + 2rwug cos 7. (1.10)
T
0 0
Fiir vy = 0 ergibt sich hier
3T
Prot = fmg1—6Rw (111)

Vergleichen wir (1.11) mit (1.7), so sieht man sofort, daf kaum ein Unterschied
besteht; dies gilt auch fiir die Reibungskraft R,, wie die numerische Integration
zeigt. Die Kurve a in Abbildung 1.7 bezieht sich auf gleichméfige Druckvertei-
lung, b dagegen auf radiale Druckabhéngigkeit.

A Ry
fmgr-ormom e o -
b a
v
- + + > e
0,% 1,6 1,5 2,0 2,5 R

Abbildung 1.7: Reibungskraft in Abhéngigkeit von u (aus [9])

In Anbetracht der spéteren Berechnung der generalisierten Reibungskréfte
ist eine Reihen- oder Integraldarstellung der Dissipationsfunktion natiirlich un-
vorteilhaft. Ein Blick auf Abbildung 1.7 zeigt uns jedoch einen Ausweg aus dem
Dilemma. Es bietet sich an, R, durch die hyperbolische Tangens-Funktion zu
approximieren, also

P
R, — fmgtanh (—) 1.12
s = fmgtan (22 (1.12)
p ist hierbei ein dimensionsloser Fit-Parameter in der Groflenordnung von 1.
Hieraus ergibt sich schliefilich eine zweckméfBige Darstellung der Dissipations-
funktion
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3 R
P = fmg—nRw+ fmgw— In cosh (@)
16 P wR

Der Ubergang zur Rayleighschen Dissipationsfunktion des Stehaufkreisels ge-
schieht durch

w — w, (z-Komponente der Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem),

vo — vr (Relativgeschwindigkeit Beriihrkreismittelpunkt—Boden),

g — gef = g+ %5 (25 : z-Koordinate des Schwerpunktes).

Bemerkung:

Bei der Herleitung der Dissipationsfunktion wurden einige Annahmen gemacht,
welche nicht exakt erfiillt sind, bzw. einige Effekte vernachléssigt. Dies sind im
einzelnen:

e Holz als Kreiselmaterial ist kein isotroper Korper.

e Das Beriihrungsgebiet zwischen Kreisel und Unterlage ist im allgemeinen
kein Kreis sondern eine schwach gekriimmte Flache (in diesem Sinne ist
der Beriihrkreisradius R auch als mittlerer bzw. effektiver Radius zu ver-
stehen).

e Es wirkt nicht nur die Normalkraft, sondern — bedingt durch die Rei-
bungskraft — auch eine tangentiale Komponente. Diese ist allerdings um
den Faktor 1/f kleiner als die Normalkraft.

e Fiir vg wird die Relativgeschwindigkeit des idealen starren Korpers einge-
setzt (entspricht Berithrpunkt statt Beriihrflache).

e Die Luftreibung wurde vernachléssigt, ebenso
e Staubpartikel zwischen Kreisel und Unterlage.

Einige dieser Einfliisse mogen sich kompensieren, andere wiederum verstirken.
Uberdies hinaus steckt in der Dissipationsfunktion eine weitere Approximati-
on. Insgesamt diirften jedoch die wahren Verhéltnisse recht gut wiedergegeben
werden, wie uns die numerischen Berechnungen noch zeigen werden.
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1.3 Bewegungsgleichungen

Zur Beschreibung der Bewegung bietet es sich an, neben dem Inertialsystem
noch ein weiteres, korperfestes Bezugssystem mit Ursprung im Schwerpunkt zu
gebrauchen. Die korperfeste 3-Achse féllt dabei mit der Figurenachse zusammen.

Fiir die Aufstellung der Bewegungsgleichungen unter Beriicksichtigung von
Reibung eignet sich in idealer Weise der Lagrangeformalismus 2. Art. Als ge-
neralisierte Koordinaten verwenden wir die drei Eulerwinkel ¢, 9,1 sowie die
Schwerpunktkoordinaten x, y, und z;.

Um die Rotationsenergie in der Lagrangefunktion zu ermitteln, ist die Kennt-
nis der korperfesten Komponenten der Winkelgeschwindigkeit erforderlich; fiir die
Berechnung der Relativgeschwindigkeit Kreiselauflage-Boden hingegen wird die
Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem bendtigt. Die Winkelgeschwindigkeiten
im jeweiligen Bezugssystem lauten

raumfest:
Wy ¥ cos @ + 1) sin @ sin 9
Jr=|wy, | =|Ising —1cospsind |, (1.13)
Wz © + 1 costd
korperfest:
w1 cpsinwsin19+z9czos¢)
Wps = |wz | = | ¢cosypsing — Isiny | . (1.14)
ws3 Y+ pcostd

Die kinetische Energie betrégt

1 I I
T= §mvf + El(wf + w3) + gwg (1.15)

Zur Ermittlung der potentiellen Energie mufl man sich in Erinnerung rufen, daf
sich Kreisel und Unterlage unter Einflu von Normalkréften um die Strecke h
nidherkommen. Es gilt also

Zzg=r—acosty —h=—= h=r—acost — z,.

Mit Gleichung (1.3) erhalten wir nun sofort die Lagrangefunktion
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L = S(@+i+2)
[1 .2 .. 92 a2 [3 . N2
+§(<p sin® ) + ¢ )+§(gocos79+w)
2
—mgzs — i(r —acost) — z,)"?

5D

Fiir die Relativgeschwindigkeit 'z in der Dissipationsfunktion wird — wie bereits
erwahnt — zur Vereinfachung ein Auflagepunkt vorausgesetzt; somit berechnet
sich U zu

_»R :US—F(D[ X FA7

wobei 74 = Vektor vom Schwerpunkt zum Auflagepunkt A. Mit

asin @ sin Y

74 = | —acospsind
acos v
folgt
iy + (ap + r1h) sind cos ¢ 4+ 9(a cos ¥ — r) sin g
Ur = | ¥s + (ap + 1) sin sinp — I(acos) —r)cosy | - (1.16)
0

Hieraus erhalten wir schliellich die Dissipationsfunktion des Stehaufkreisels zu

P = fmgegw, (%WR + glncosh (i:}—g)) : (1.17)

hierbei sind

. r
g = g+ 25 = m—\/l;(r — 2g — acos§)3/2,

w, = P+ ¥ cos ),
v = {:pz + 92 + (ap + )2 sin? 9 + 9% (r — acos 9)?
+2(ap + 1) sin ¥(i5 cos p + Y, sin @)

) 1/2
—29(r — acos V) (i, sin p — Y, cos go)} : (1.18)
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In obiger Darstellung sind natiirlich auch die Grenzfille geschwindigkeitspropor-
tionaler Reibung (Stokes-Reibung) sowie reiner Coulomb-Reibung enthalten

2

3 pPUR .. DUR
P = e T z f 17
fmges (167er + 2sz) ir R <

Ruw,

3
P = fmge (—ﬂ'sz + v —

16 ln2> fiir pUR>>1.

w, R

Bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden u. a. die verallgemeinerten
Reibungskrifte R, = —0P/0q; bendtigt. Diese lauten

oP PUR
= h
Ot Jmges tan w,R
1 . .
X [:i’s + (ap + rp) sin ¥ cos ¢ — Y(r — acos V) singo] :
R
oP PUR
= tanh
a0 fmges tan R
X — [ys + (ap + 1)) sin Usin ¢ + I(r — a cos ) cosgp} :
VR
oP PUR
- = e t h
o0 Jmges tan .l
1 :
X —(r — acos) [19(7" —acost) — Tgsin + Ys cosgp] :
VR
oP 3 R PUR VR
il il | h _ R
R fmgeﬂ‘(167TR + ’ N COS (sz) -
- .
+ tanh (zvz) a sin [(agb + 7)) sind + @4 cos ¢ + Y sin go} ) ,
oP

3 R
— = [mges (1—67chos79 + cos ¥— In cosh <pvg) L
p

oY Wy Wy
pug \ 7sind
w, R

+ tanh < [(agb + 1)) sin 9 + @, cos p + 7 sin <p] ) .

UR
Im Hinblick auf die numerischen Berechnungen sind die Grenzfille R — 0
(Abheben des Kreisels von der Unterlage oder auch vorherrschende Coulomb-
Reibung) sowie vg — 0 (momentane Drehachse verlduft durch Schwerpunkt
und Beriihrkreismittelpunkt) noch gesondert zu behandeln.
Fiir den bei Anndherung an den asymptotischen Zustand bedeutenden Fall
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u := pvg/w,R < 1 erhalten wir

oP
i s
oP
Y
oP
B,
oP
¢

opP
el

Q

Q

Q

Q

Q

fmgeﬁ% [;i:s + (ap + 7)) sin ¥ cos ¢ — V(r — acos ) sin @](1.19)
Wy

fmgeﬂ‘% [g)s + (ap + rip) sin¥sin ¢ + I(r — a cos ) cos go](l.QO)
Wy

fmgeﬁ%(r — acosv) [19(7" —acost) — Zgsin g + Y, cos go] (1.21)
wz

3 pUF
e vy R -
fmg H{ 167" 2R

" pRa sin ¥ [(agb + 7)) sin ¥ + &4 cos @ + 7, sin gp} } (1.22)
Wy

2

3 v
fmgeg{ 1—67TR cos ) — 2];2%) cos

_|_

pR'r sin [(agb + 1)) sin 9 + @, cos p + 7 sin gp} } (1.23)

Wy

Im Fall dominierender Coulomb-Reibung u > 1 ergibt sich

oP
i
oP
Y
opP
v
oP
¢

opr
o

Q

Q

Q

Q

Q

1 . .
fmgeﬂrv— [:i’s + (ap + 1) sin ¥ cos ¢ — Y(r — acos ) sin @} ,
R
1 . .
JMGer— [ys + (ap + r1) sin ¥ sin ¢ + J(r — acos ) cos gp} ,
Ur

1 :
fmgeg— (r — acosv) [19(7“ — acost) — Zgsin @ + Y cos gp} :
VR

fmges iﬂ'R — R In 2
16 P

+ % ginw [(agb + 1)) 8in 9 + @, cos p + 7 sin gp} },
VR

3 R
fmgegq —mRcosv — —1In2cos?
16 p

+ giny [(agb + 1)) 8in 0 + @, cos p + 7 sin gp} }
VR

Diese Approximationen liefern bereits fiir u < 0,5 bzw. u > 2 gute Ergebnisse,
was auch aus Abbildung 1.7 ersichtlich ist. Des weiteren fiihrt die Approximation
der Ry, nach der Differentation P /Jq; zu den gleichen Resultaten wie die Ab-
leitung der entsprechenden gendherten Dissipationsfunktion P,pp,. In Kurzform
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bedeutet dies

OPoppr (ap)
aqj aq] appr

Da nun die erforderlichen Vorarbeiten geleistet sind, steht der Aufstellung
der Bewegungsgleichungen nichts mehr im Wege. Fiihrt man die Abkiirzungen

_d oLy _oL op
4 dt 8qj 8q] 8qj

ein, so lauten diese

d . . ; or
L, = e [IlgostﬁJrIg(gocosﬂer) cos v +8—gb =0 (1.24)
Ly = LU+ ¢? sinvcos¥(I3 — I) + L300 sin )

3/2\[ op (1.25)

+(r — acos? — z) asint +— =0
o0
d - 8P
L, = — |I5(¢ — = 1.2
" ” [ s(pcos?d + )| + 9 0 (1.26)
oP
L, = T = 1.2
- mis + i 0 (1.27)
. OP
Lys = Mmxs+ 8—3/8 =0 (128)
L., = mZ;+mg— g(r—acosﬁ—zs)?’/2 =0 (1.29)

Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten einer inhomogenen Kugel mit Radi-
us 7 und dem Schwerpunktsabstand a vom Mittelpunkt, welche eine achsensym-
metrische Massenverteilung aufweist. Sollte der Kreisel auf dem Stift stehen,
so sind lediglich a durch o' sowie r durch " zu ersetzen. Aus diesem Grunde
kéonnen wir uns auch weiterhin auf diese inhomogene Kugel beschrianken. Nur
wenn beim Stehaufkreisel Stift und Hauptkugel gleichzeitig den Boden beriihren
(Doppelkontaktphase), sind neue Uberlegungen notwendig. Hier sei auf Kapitel
3 verwiesen.

Wenn wir die gekoppelten Differentialgleichungen (1.24) bis (1.29) betrachten,
so scheint es nahezu unmoglich, hiermit das seltsame Verhalten des Kreisels
zu erkldren; dennoch liefert uns der Lagrangeformalismus den Schliissel zum
Verstéandnis der Bewegung, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.
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1.4 Eine Quasi-Erhaltungsgrofie

Von den in der Lagrangefunktion vorkommenden Variablen sind g, ys sowie
¢ und v zyklische Koordinaten. In den Gleichungen (1.24) und (1.26) wurde
die zeitliche Ableitung der eckigen Klammer (d.h. der Drehimpulse p, bzw. py)
bewuflt nicht ausgefiihrt, da diese beiden Gleichungen zu einer Quasi-Erhaltungs-
grofe fithren! Subtrahiert man die mit a multiplizierte Gleichung (1.26) von der
mit 7 multiplizierten Gleichung (1.24) so ergibt sich

d d oP oP
&(rpq, —apy) = &(G) = — (7’% - aﬁ—lb) :

Mit Hilfe der Kettenregel sowie der Beziehung rdvg/0¢p = advr/ v, welche aus
(1.18) folgt, erhalten wir

Y _ R [ 3mp PURY _ PUR PUR
G = —fmgeg(r acosﬁ)p { 6 + In cosh <sz) u)thamh (sz :

(1.31)

(1.30)

Fiir R — 0 (verschwindende Bohrreibung) verschwindet auch G und G geht in
eine exakte Erhaltungsgrofe (,,Jelett’s Integral“) tiber!

Obige auf rein formalem Wege gewonnenen Ergebnisse lassen sich verallge-
meinern, indem man sich die geometrische Bedeutung vor Augen fiihrt: Die ge-
neralisierten Impulse p, und p, sind die Projektionen des auf den Schwerpunkt
bezogenen Drehimpulses L auf die z-Achse bzw. auf die Figurenachse.

Betrachten wir einen Beriihrpunkt, also verschwindender Beriihrkreisradius
R, so wirken in diesem Reibungskréfte, welche wiederum ein Reibungsdrehmo-
ment M hervorrufen, wobei gilt

d

ate = Mo
d

—py = —My.
QP ¥

Die Minuszeichen sind Uberbleibsel der vektoriellen Form und folgen auch aus
den Gleichungen (1.24) bzw. (1.26). Zur Berechnung der Momente M., und M,
betrachten wir Abbildung 1.4.

Die Zeichenebene wird durch die Figurenachse, den Punkt A und eine zur
z-Achse parallele Achse durch den Schwerpunkt bestimmt. Fiir die Groéfle von
M, und M, ist lediglich die Kraftkomponente F| der Reibungskraft erforder-
lich, welche senkrecht auf der Zeichenebene und den entsprechenden Hebelarmen

steht. Aus Abbildung 1.4 lesen wir ab
M, = Fiasind,

Mw = FJ_TSiIlﬂ,
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d
@)&(rm’—aplﬂ) = 0,
< G=rp,—ap, = const.

Dies bedeutet, dafl sich obige Erhaltungsgrofie bei verschwindender Bohrreibung
vollig unabhéngig von der jeweiligen Form des Reibungsgesetzes ergibt, sie ist
also von bemerkenswerter Universalitét!

Wenden wir uns nun wieder der Grofe von G bei nichtverschwindendem R
zu. Bei fest vorgegebenem R 148t sich aus Gleichung (1.31) eine Abschétzung fiir
G und somit G(t) gewinnen. Fiihren wir wieder die Abkiirzung u = pvg/w, R ein
und bezeichnen die mit dem Faktor R/p multiplizierte geschweifte Klammer in
Gleichung (1.31) mit f(u), so zeigt eine elementare Kurvendiskussion, dafl f(u)
streng monoton fallend ist und es gilt

finden wir die Abschéitzung

Gl < fmge(r+ a)1—367rR ok

Im ungiinstigsten Fall, da§ sich G(¢) von Anfang an mit dem grofitmoglichen
Wert der Steigung dndert, erhélt man fiir den relativen Fehler

G(t) ~ Gol _ It

Go Go
Hierbei sind GGy und k typischerweise von folgender Groflenordnung

kg m? kg m?
Gy~ 10720 ¢ k10720

s s

Somit ergibt sich z. B. nach einer Zeit von 2s ein maximaler relativer Fehler
von wenigen Prozent. Diese Abschitzung rechtfertigt im Nachhinein erst die

Bezeichnung ,,Quasi-Erhaltungsgrofie”.
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1.5 Auflésung nach den 2. Ableitungen

In Vorausschau auf die analytische Untersuchung der Bewegung sowie die nume-
rische Behandlung ist es erforderlich, die Gleichungen (1.24) bis (1.29) nach den
¢; aufzulosen. Bei den Gleichungen fiir L, und L, ist die Verkniipfung von ¢
und 1/1 etwas verwickelt und die Entkoppelung geschieht folgendermafen:

L P :
0 +a—_ = I (gbsin219+2gbﬁsini9czosz9)
R 0p

+13 (gp cos? ¥ — 200 sin ) cos ¥ + 1 cos ¥ — ¢ sinﬁ)

or
0
_ 9 (1.32)
d (0L oP oP
T <%> +8_1/} = I3 (@cosq? @19511119—1—1/1) —i—@
- 0 (1.33)

Multipliziert man Gl. (1.33) mit cos? und zieht diese dann von Gl. (1.32) ab,
so hebt sich der Term mit 1) weg und wir kénnen bequem nach ¢ auflésen, was
dann zu den Gleichungen (1.38) und (1.39) fithrt. (Man {iberzeugt sich durch
Betrachtung von (1.32) und (1.33) auch leicht davon, daf§ die Gleichungen (1.38)
und (1.39) auch fir ¥ = 7/2 richtig sind.) Wir erhalten somit fiir die §; die
explizite Darstellung

1 OP
Is = ———o., 1.34
o m 0T, ( )
1 0P
"S = - . 135
i 05 (1.35)
Z, = —g+£(r—acosz9—zs)3/2, (1.36)

. I
¥ = @*sindcos v <1 — 1—3)

1

—l{lggbz/}sim? + (r —acosd — )3/2\/_61311119 + 6—5}, (1.37)

L
1 gfz Cosﬁ—g—i
p = I3 — 21 1 T 1.
v, 7 sinﬁ{( 3 l)gm?cosﬂ—l— S0 + g }, (1.38)
.. 1 0P
Y = @isind — Geost) — —8— (1.39)

I 94



Kapitel 2

Analyse der Bewegung

In diesem Kapitel werden auf analytischem Wege Kriterien fiir die Aufrichtung
und fiir die Stabilitdt von gewissen Zustdnden hergeleitet. Um {iberhaupt ana-
lytisch einige Aussagen iiber das Kreiselverhalten zu bekommen, ist es erforder-
lich von einer exakten Erhaltungsgrofie auszugehen! Deshalb vernachlassigen wir
ab hier die Verformung von Kreisel und Unterlage sowie die damit verbundene
Bohrreibung und beschrinken uns auf die dominierende Gleitreibung, setzen al-
lerdings weiterhin ein Reibungsgesetz mit der Eigenschaft Flr = 0 <= vg = 0
voraus, d. h. wir betrachten einen sehr kleinen, fest vorgegebenen Beriihrkreis-
radius, welcher uns obige Eigenschaft garantiert, es aber gleichzeitig gestattet,
die Bohrreibung zu vernachlassigen. Auf die Frage, inwieweit nachfolgende Er-
gebnisse auf elastische Korper zu iibertragen sind — bzw. sich {ibertragen lassen
— wird spéter eingegangen.

2.1 Stationire Zustande

Die Grundidee zum Versténdnis des Kreiselverhaltens stammt von H. Leutwy-
ler [7] und lautet in abgewandelter Form folgendermafien:

Aufgrund von Reibung wird die Energie abnehmen; die Erhaltungsgroie G verén-
dert sich hierbei naturgeméafl nicht. Deshalb mufl die Bewegung in einen stati-
ondren Zustand konstanter Energie miinden, welcher mit der Konstanz von G
vertréglich ist!

Wie wir gleich sehen werden hingt dann die Energie explizit nur noch vom
Neigungswinkel ab und nimmt den kleinsten mdoglichen Wert an, welcher mit
unserer Erhaltungsgrofie konsistent ist.

Die Energiedissipation kommt genau dann zum Stillstand, wenn die Relativ-
geschwindigkeit vr verschwindet. Um die entsprechenden Beziehungen fiir die
¢; zu erhalten betrachten wir die Reibungsterme fiir sehr kleine vy (Gleichun-

20
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gen (1.19) bis (1.23)). Die Ausdriicke in den eckigen Klammern beschreiben die
Geschwindigkeitskomponenten in z bzw. y-Richtung sowie die Anteile von v,
welche senkrecht zur Knotenlinie ON bzw. in Richtung derselben verlaufen. Wir
betrachten (1.21) genauer; mit Hilfe der Beziehung

—Zgsin @ + Y5 cos p = /&2 + §2sin(p + o),
wobei
tan g = ——,

s

sowie
o=0t+ps; V=wt+s; Qw,pg, g = const

(es liegt ein stationdrer Zustand vor) folgt
Or — dacos? + /72 + §2sin(Q + @o + ¢s) = 0.

Der Restterm ohne den konstanten Ausdruck 97 beschreibt eine Schwingung mit
zeitabhingiger Amplitude und Phase. Deswegen kann obige Gleichung nur fiir
0 =i,= s = 0 erfiillt sein!

Aus der Vektordarstellung (1.16) oder auch aus (1.18) kénnen wir somit ab-
lesen, dafl genau zwei Félle von stationdren Zustdnden auftreten kénnen:

1. Fall: 9 = const, ¢+ ap =0 (2.1)
2. Fall: 9 =0oderm, 7+ ap beliebig

Letztere Bedingung trifft auch fiir den Stehaufkreisel zu.

Das Ziel wird es also sein, Kriterien zu bestimmen, mit deren Hilfe man aus
den Parameter- und Startwerten entscheiden kann, in welchen asymptotischen
Zustand der Kreisel hineinlaufen wird.

2.2 Charakterisierung von asymptotischen Zu-
stdnden

Um einen Zusammenhang zwischen der kleinstmoglichen Energie Ey;, und der
Konstanten der Bewegung herzustellen, ist es zweckméfig zur neuen Grofle J :=
G /r iiberzugehen welche die Dimension eines Drehimpulses besitzt. Mit der
weiteren Abkiirzung € := a/r als MaB fiir die Exzentritéit des Schwerpunktes
erhalten wir
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J = Lipsin? 9 + Is(cos ¥ — €)(pcos v + 1)) (2.3)
Im ersten Fall ¥ = const =:¢, sowie ¥ + ep = 0, ergibt sich
E _ [1 .2 .. 9 [3 .9 2
min = ¢ sin U+ 5 ¢ (cos¥ — €)* + mgr(1 — ecos V).
Die Erhaltungsgréfie J hat dann folgendes Aussehen
J = Lipsin®d + I3p(cost) — €)?
J2
Emin = 37/ - E o
- 2J/¢ + Epot
und wir erhalten schliefSlich
J2
Enin(9) = 1— 0 2.4
(¥) 2,520 1 Ly (cosd — O] + mgr(1 — ecos ) (2.4)

Man rechnet leicht nach, dal E,.;, auch im Fall sin? = 0 obige Darstellung
besitzt, was bedeutet, daf alle stationéren Zusténde verschwindender Energie-

dissipation durch Gleichung (2.4) beschrieben werden.

Wie gelangt man nun hieraus zu weiteren Aussagen iiber asymptotische Zu-
stdnde, Stabilitdtsverhalten etc.? Hierzu zerlegen wir die Gesamtenergie E in

E i und einen Anteil Epi welcher fiir vg — 0 verschwindet

E = %(zi + 2 + a2 sin? 0)

1 . I .
+§1(gb2 sin® 0 + 0%) + 53(90 cos ¥ + )?
+mgr(1 — ecos ),

J? = 12¢%sin*0 4 21 I3 sin® 9(cos ¥ — €) (¢ cos ¥ + 1)
+152(cos V) — €)*(¢cos ¥ + )2
Nun gilt
J2
2[I sin® ¥ + I3(cos ) — €)?]

+ mgr(l —ecosV) + Epis = E.

Diese Gleichung wird nach dem fehlenden ,,Restterm® aufgelost mit dem Ergebnis
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E = Bon)+ %(a;«g + g2 + a2 sin29)
_i_éfl;a n 11‘13281112 I(¢) + ep)?
2 2[1; sin® 0 + I3(cos v — €)?]

(2.5)

Entfernen wir uns etwas von unserem asymptotischen Zustand, so kommen lauter
quadratische Terme hinzu; deshalb konnen wir hieraus unmittelbar ablesen: Die
Minima von Fy,;,(9) fithren zu Minima von E; die Maxima oder Sattelpunkte
von Fuin(9) fithren zu Sattelpunkten von E! Das bedeutet, wir kénnen uns im
folgenden auf die Kurvendiskussion von E;,(19) beschrianken.

Obiges Resultat stellt einen ganz entscheidenden Schritt fiir unsere weite-
ren Untersuchungen dar, insbesondere fiir die gleich folgende Stabilitdtsanalyse,
welche wir im Sinne der Ljapunovschen Stabililtéitsdefinition (siche etwa [13]
oder [14]) durchfithren werden. Hierzu zunéchst einige Vorbemerkungen: Die
(Gesamt— ) Energie stellt eine Ljapunov-Funktion dar, da die Bedingungen

(i), {) > o, (26)
L paw.am) < o @)

erfiillt sind. Ferner gilt im asymptotischen Zustand E = Fy;, (bzw. nach einer
Koordinatentransformation E(0) = 0).

Nach dem ersten Stabilitdtstheorem von Ljapunov ist ein stationdrer Zustand
genau dann stabil, wenn die Energie (unsere Ljapunovfunktion) dort ein lokales
Minimum aufweist, was nach obigen Uberlegungen gleichbedeutend mit einem
lokalen Minimum von E,,;, (1) ist! .

Um die Instabilitdt eines Sattelpunktes von E(q(t), ¢(t)) zu zeigen, greifen
wir auf die urspriingliche Definition von Ljapunov zuriick. Hierzu betrachten wir
zwei anfangs dicht nebeneinander liegende Trajektorien, wobei eine (zunéchst) in
den Sattelpunkt hineinlduft, die Bahn der zweiten jedoch ,,unterhalb“ des Sattel-
punktes verldauft und somit die Bewegung im Phasenraum weiterhin , abwérts
erfolgt. Dies bedeutet benachbarte Trajektorien bleiben nicht benachbart und
somit kann keine Stabilitdt im Ljapunovschen Sinne vorliegen, was auch durch
FluBbetrachtungen im Phasenraum unmittelbar einsichtig ist.

2.3 Stabilitatsanalyse

Eine sinnvolle Definition eines Stehaufkreisels mufl neben der Stabilitat bei ¥ = 7
auch die Instabilitdt bei ¥ = 0 fordern. Deshalb beschrianken sich die nach-
folgenden Berechnungen zunéchst auf vertikal rotierende symmetrische Kreisel.
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Anschliefend werden wir die , Zwischenzustédnde®, gekennzeichnet durch (2.1),
insbesondere deren Existenz genauer untersuchen.

Wie wir gesehen haben, beschréankt sich die Stabilitdtsanalyse im wesentli-
chen auf eine Differentationsiibung. Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, diese
nachzuvollziehen. Ausgangspunkt ist die Energie im stationdren Zustand:

J2
Euin(0) = 2[I; sin? ¥ + I3(cos 9 — €)?] - mgr(L = ecosd),
J?
[I; sin? ¥ + I3(cos ¥ — €)2]2
x{ Iy sind cos ¥ — I3(cos ¥ — €)sin i} + mgasin o,
= FE/,(¥) = 0<=sind =0
V. J*(I; cosV — I3(cos ) — €)) = mgall; sin® 9 + I3(cos v — €)?]?,

:>Er,n1n(19) = =

472 sin% 9

Bl () = I cos ) — Iz(cosd) — )}
mln( ) [[1 sin219 + [3((308’[9 _ 6)2]3{ 1 COS 3(COS 6)}
J2
L sin? 9 + Is(cos ¥ — €)2]?
x{ I1(cos® ¥ — sin*¥) + I3(sin® ¥ — (cos ) — €) cos ) }
+mga cos 1,
/" J2
Erin(0) = —m{h — I3(1 — €)} + mya.

Daraus folgt: ¢ = 0 ist immer lokales Minimum (stabil) fiir I; < I3(1 — ¢)
(unabhéingig von J); oder aber im Falle I; > I3(1 — ¢) fiir

,  mgal3(1l—e)?
. 2.
J<[1—[3(1—€) ( 8)
Fiir ¢ = 7 ergibt sich
J2
() = —m{h — I3(1+€)} — mga.

Hieraus lesen wir ab, daf8 Stabilitat nur fiir I; < I3(1 + €) moglich ist. Es mu8
dann zusétzlich

,  mgal3(1+

Ig(l + 6) — ]1

(2.9)

gelten.
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Bemerkung

Die letzten beiden Ungleichungen lassen sich auch mit Hilfe der Winkelgeschwin-
digkeiten beziiglich Drehungen um die Figurenachse schreiben. Fiihrt man die
Kardanschen Winkel «, 3,7 als generalisierte Koordinaten ein (Definition siehe
etwa [15]), so gilt fiir ¥ = 0 : 4 = ¢+ und fiir 9 = 7 : 4 = —p+1). Bezeichnen
wir die Winkelgeschwindigkeit bei ¥ = 0 mit 74 sowie bei ¥ = 7 mit g und
setzen fiir € wieder a/r ein, so folgt aus (2.8) als Stabilitdtskriterium

o T I r mga
_ > ) 2.10
R — [Il 'r’—a} L (2.10)

Fiir ¥ = 7 ergibt sich aus (2.9)
o T l]g, r } . mga

- — . 2.11
7ET+G Il ( )

I, r+a
Dies sind genau die Kriterien, die Kurt Magnus [15] mit der ,Methode der klei-
nen Schwingungen® (lineare Stabilitdtsanalyse) hergeleitet hat. Allerdings mit
dem bedeutenden Unterschied, dafl aufgrund unserer Ableitung die obigen Be-
dingungen jetzt notwendig und hinreichend fiir die Stabilitéat sind!

Des weiteren wurde bei der Herleitung lediglich ein Gleitreibungsgesetz mit
der Eigenschaft Frp = 0 <= vr = 0 vorausgesetzt, die genaue Form (Bei K.
Magnus gilt Fr = cvr) ist dagegen unbedeutend! Dies erklart auch die Un-
abhéngigkeit von irgendeinem Reibungsfaktor.

2.4 Existenz von Zwischenzustinden

In diesem Abschnitt betrachten wir die Zwischenzustdnde genauer, und leiten
Kriterien fiir deren Existenz und Vertréglichkeit mit dem Vorliegen eines Steh-
aufkreisels her. Die Analyse geschieht wieder mit Hilfe der Kurvendiskussion von
Ein (V).

Der erste Term in (2.4) beschreibt die Rotationsenergie und ist iiblicherweise
sehr viel grofler als die potentielle Energie. Deshalb wird zunéchst der Schwer-
kraftterm vernachlissigt. Nullsetzen der ersten Ableitung von Ey;,(¢) fiihrt fiir
sind # 0 auf die Beziehung

6]3
Is— 1

cos v = (2.12)

Mit —1 < cos¥ < 1 folgt hieraus

[1 < [3(1 — 6) fir 13 > [1, (213)
[1 > [3(1 + 6) fir 13 < [1. (214)
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Werten wir die zweite Ableitung von E,,(9) fiir ¥¢ := arccos [el3/ (I3 — I1)] aus,
so ergibt sich

J2

E//
[I1 sin® ¥ + I3(cos Ve — €)2]2

minwc) =

([1 — [3) sin2 190.

Eine ausfiihrliche Stabilitdtsanalyse unter Beriicksichtigung des Schwerkraft-
terms benotigt auch die Kenntnis der kritischen Werte ¢ sowie Ye; dies erfordert
einige zusitzliche Uberlegungen und ist im Anhang B ausgefiihrt.

Somit existiert ein stabiler Zustand nur fiir I; > I3 was wegen (2.14) I; >
I3(1+¢) nach sich zieht; wegen cos ¢ < 0 befindet sich hierbei bemerkenswerter-
weise der Schwerpunkt oberhalb des Mittelpunktes. Im Fall I; < I3 ergibt sich
dann ganz analog I; < I3(1 — €). Aufgrund der Instabilitit fithrt die Bewegung
dann zwangsléufig zu den Zustédnden mit ¥ = 0 oder ¥ = m. Ob das System nun
in ¥ = 0 oder ¥ = 7 hineinlduft, hingt von den Startwerten, genauer von den
entsprechenden Attraktionsbereichen ab. Beide Fixpunkte sind in diesem Fall
stabil, wie die Analyse im vorhergehenden Abschnitt gezeigt hat.

Auf die Frage, was sich bei Beriicksichtigung des Schwerkraftterms fiir Ande-
rungen ergeben, insbesondere was nun ,,.J hinreichend gro3“ quantitativ bedeu-
tet wird im folgenden eingegangen.

Betrachten wir also wie soeben die Zwischenzusténde, gekennzeichnet durch
sind # 0. Nullsetzen der ersten Ableitung von Fy,;, (1) fithrt auf die Gleichung

J2(I, cos ¥ — I3(cos®) — €)) = mgal[l, sin® 9 + I3(cos ¥ — €)*]2 (2.15)
Natiirlich mufl wieder —1 < cos¥ < 1 gelten. Dies impliziert dann

mgali(1l —e)*

[1 — [3(1 — 6) J2 fir [3 > [1, (216)
2(1+ e)*
L(l+e -1, ”maﬁ2+@ fiir Iy < 1. (2.17)

Die Kleinerzeichen folgen aus (2.13) bzw. (2.14), da diese Ungleichungen im
Grenzfall g — 0 (bzw. J? — o0) erfiillt sein miissen.

Vergleichen wir (2.8) sowie (2.9) mit den obigen Ungleichungen, so erkennen
wir, daf} sich die Existenz von Zwischenzustinden und die Existenz eines Steh-
aufkreisels (hier als inhomogene Kugel betrachtet) gegenseitig ausschlieBen! Also
kann ein Stehaufkreisel nur dann vorliegen, wenn sich die Ungleichheitszeichen
umdrehen, also wenn

JAI — (1 —¢€)] > mgali(l —e)* (2.18)
PL(1+¢e) - L] > mgali(1+¢)* (2.19)

gilt.
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Wegen ihrer Bedeutung fassen wir die letzten Bedingungen fiir das Vorliegen
eines Stehaufkreisels in Form einer inhomogenen Kugel noch einmal zusammen:

Notwendige Bedingung:

]3(1 — 6) <l < Ig(l + 6) (220)

Hinreichende Bedingung:

(2.21)

s Max{mgalg(l —e)t mgal3(1 + 6)4}

]1 —]3(1 —6) ’ Ig(l+€) —]1

Die erste Schranke in (2.21) entspricht der Instabilitdt bei ¥ = 0 und die zweite
Schranke ist dquivalent zur Stabilitdt bei ¥ = 7, wie uns die Stabilitétsanalyse
gezeigt hat.



Kapitel 3

Der Stehaufkreisel mit Stift

Der gesamte Bewegungsablauf des Kreisels vom Anwerfen bis zum Zuriicktau-
meln in die Ruhelage 148t sich in vier Phasen aufteilen:

I Nur die Hauptkugel beriihrt den Boden
IT Der Kreisel hat keinen Bodenkontakt (Flugphase)
ITT Doppelkontakt von Stifthalbkugel und Hauptkugel

IV Lediglich der Stift beriihrt den Boden

Die Phase I wurde bisher behandelt und auch Phase IV wirft keine neuen Pro-
bleme auf, da hier lediglich r durch r’ sowie a durch a’ zu ersetzen sind. Unsere
Erhaltungsgrofie G (respektive J) geht hierbei in das neue G’ (J') tiber.

Flugphasen treten nach unseren numerischen Berechnungen sehr haufig auf
und machen sich auch im Experiment akustisch bemerkbar. Wenn sich der Krei-
sel in der Luft befindet erhalten wir die Bewegungsgleichungen leicht, indem wir
in (1.24) bis (1.29) die Reibungsterme gleich Null setzen. Zusétzlich verschwin-
det in den Lagrangegleichungen fiir ¥ und die Schwerpunktkoordinate z; noch
der Verformungsterm.

In diesem Kapitel betrachten wir den ,,echten* Stehaufkreisel mit Stift und
untersuchen die Doppelkontaktphase (Hauptkugel und Stifthalbkugel beriihren
gleichzeitig den Boden) genauer. Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen
geschieht ganz analog wie in Abschnitt 1.3. Wir erhalten eine geringfiigig modi-
fizierte Lagrangefunktion, es kommt lediglich ein Term, welcher die Verformung
von Stift und Boden beschreibt hinzu. Die Dissipationsfunktion spaltet sich jetzt
in zwei Anteile mit unterschiedlichen Auflagekréften und Relativgeschwindigkei-
ten auf. Deshalb ist statt mges nun die jeweilige Normalkraft einzusetzen. Dies
ergibt somit fiir die Doppelkontaktphase (Phase III) die Dissipationsfunktion

P:P1+P2a

28
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mit

R
=15 v (r— 2 —acos¥)*w, (in—i- — In cosh (ple)) )
p w, R

mD
! 3 R
P, = fn\j;_)('r’ — 2, — d cos9)* 2w, (167TR/+ ?lncosh (izg‘;)) :

Auch die Auflésung nach den (Winkel-) Beschleunigungen geschieht wie in Ab-
schnitt 1.5 beschrieben. Wir erhalten somit

By = ;gxps (3.1)
o = o (32
Z, = —g+ %(r —acost — z,)%? + D£7:;<TI —d'cos? — z,)%?, (3.3)
U = ¢*sinddcos? (1 — %)
—Ill{lgcp@[)sin19+(r—acosﬁ— )3/2\/_asmi9 (3.4)
+ (' —d cos — z,)*/? ga sin ¥ + Z—g} (3.5)
ap oP
¢ = 7 ;nﬁ{(f?, — 210 cos V) + Tyihd) + 22 CZ?Ii? % } (3.6)
Y = ¢dsind — gpcosﬂ—[igg—f; (3.7)

Leider gibt es in dieser Phase keine Erhaltungsréfie, auf die man sich stiitzen
kénnte und wir sind deshalb verstérkt auf die numerischen Resultate angewiesen.

Um Aussagen iiber ein eventuelles Aufrichten auf den Stift und Erreichen der
stabilen Endposition ¥ = 7 zu ermdglichen, ist es erforderlich das Verhéltnis von
der Erhaltungsrofle G vor und der Erhaltungsgrofie G’ nach dem Doppelkontakt
zu kennen. Hierzu zunéchst eine wichtige Feststellung: Angenommen die Auf-
richtung wiirde instantan ohne jegliche Reibungsverluste erfolgen, so wiirde in
sehr guter Ndherung G = G’ gelten! Aus den nachfolgenden Uberlegungen folgt
auch die annéhernde Gleichheit von G und G’ am Anfang des Doppelkontaktes,
was durch die Numerik gldnzend bestétigt wird.

Zum Beweis ziehen wir die im Anhang abgeleiteten Formeln fiir ¢(¢) und

() heran:
, G : G cos? 1 1
O~ , PR (— — —) .

I (r — acosd) r—acostd \Is I
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Die Grofle G’ ergibt sich analog wie G zu
G = Lir'psin® 9 + I5(r' cos 9 — a')(p cos? + ).
Mit, obigem ¢(9)) und () erhélt man nach kurzer Rechnung

G(r' — a’ cos )

G =
r —acost

=G.

Setzen wir harten Boden voraus, so gilt fiir den Schwerpunkt wihrend Phase
III die Zwangsbedingung z, = r — acos? = ' — a’ cos?) und hieraus folgt die
Behauptung.

Dies wire eine sehr angenehme Eigenschaft, denn wir kénnten mit unseren
bisherigen Ergebnissen unter leichten Modifikationen entscheiden, ob eine Auf-
richtung zustande kommt oder nicht. Das Ziel ist es also, das Verhéltnis G4 /G,
zu bestimmen (die Indizes beziehen sich auf Anfang und Ende von Phase III).

Die Anderung von G und G’ hiingt von der Zeitspanne 7 des Doppelkontaktes
ab und diese war bei allen unseren Testlaufen mit Aufrichtung auerordentlich
kurz (7 ~ 1073s). Es liBt sich leicht analytisch zeigen, daf in diesem Fall die
maximale relative Anderung von G und G’ nur einige Prozent betrigt, diese
Groflen also praktisch konstant bleiben, was auch durch die Numerik gezeigt
wird.

Leider ist es trotz sehr intensiver Bemiihungen nicht gelungen auf analyti-
schem Wege 7 zu ermitteln, da bei Kombination mehrerer Néherungsformeln
der Gesamtfehler aufler Kontrolle gerét, bzw. einige Abschéatzungen einfach zu
ungenau werden. Wir sind deshalb auf die numerische Evidenz angewiesen. Aus
der Tatsache der ndherungsweisen Konstanz von G und G’ wiahrend dem Dop-
pelkontakt ergeben sich zwei sehr bedeutsame Konsequenzen:

1. Folgerung

Die Aufrichtung auf den Stift 148t sich erkldren! Die Bewegung verlduft nach
Voraussetzung so, dafl der Neigungswinkel im Mittel zunimmt, in Phase III bleibt
jedoch ¥ konstant, d. h.

r—r

cos Vg = (3.8)

a—a’

Deshalb mufl der Druck auf den Auflagepunkt A’ zunehmen, hieraus folgt dann
die Aufrichtung.
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2. Folgerung

Aus den Anfangsbedingungen G(t = 0) 148t sich bereits eine Aussage machen,
ob der Kreisel in der vertikalen Position auf dem Stift landen kann oder nicht.
Mit der Gleichung (2.9) erhélt man fiir die Stabilitdt des invertierten Kreisels
auf dem Stift die hinreichende Bedingung
mga' I2(1 + €)*"”
[3(1 + 6) — [1
Aus Energiebetrachtungen folgt ganz allgemein, da§ G, entweder ziemlich genau
die selbe Grofle wie G4 besitzt, oder darunter liegt. Dies bedeutet, wenn wir in
(3.9) G’ durch G4 ersetzen erhalten wir eine notwendige Bedingung fiir das
Vorliegen eines ,,echten” Stehaufkreisels.

Mit den Ergebnissen fiir eine inhomogene Kugel sind wir nun in der Lage, das
Verhalten eines Stehaufkreisels mit Stift in Abhéngigkeit von Parametern und
Startwerten zusammenfassend zu beschreiben. (Im folgenden werden die Indizes
weggelassen, also G = G4, G' = GY).

Die Bedingungen

G > (3.9)

I;(1—¢) < I,
mgal?(1 — e)ir?
I — I3(1 —¢)
sind notwendig und hinreichend fiir die Instabilitat bei ¥ = 0. Ab hier ist eine
Fallunterscheidung notwendig:

G2

1. Fall: [} < I3(1+¢)
Es gibt keine Zwischenzustdnde. Der Kreisel kann in der stabilen Position ¥ = 7
auf dem Stift landen, wenn die notwendige Bedingung
,  mgd I3(1+ €)%
]3(]_ + 6,) — ]1

(3.10)

erfillt ist.

2. Fall: ]1 Z Ig(]_ + 6)

Es gibt einen stabilen Zwischenzustand oberhalb von ¢ = 7/2. Um zu verhin-
dern, dafl der Kreisel auf dem Weg zur invertierten Position ,,hdngenbleibt“, muf}
die Aufrichtung auf den Stift vor dem kritischen Winkel ¥« erfolgen, also

Q9G < 190.

Ein ausgezeichneter Néaherungswert fiir J¢ wird im Anhang abgeleitet. Die Be-
dingung (3.10) muf natiirlich ebenfalls erfiillt sein.



Kapitel 4

Diskussion der numerischen
Ergebnisse

Bevor wir zur Diskussion der numerischen Berechungen kommen, noch einige
Vorbemerkungen zu unseren Kreiselparametern. Wir haben sowohl reale Steh-
aufkreisel vermessen, als auch Literaturdaten verwendet. In allen Féllen wurden
unsere analytischen Ergebnisse durch die Numerik bestétigt.

Allerdings zeigte sich bei fast allen Testlaufen, dafi der Kreisel insbesondere
nach dem Doppelkontakt sehr zahlreiche kurze Luftspriinge ausfiihrt und sich nur
langsam wieder ,,beruhigt®. Dies ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dafl unser
Modell keinerlei Ddmpfung in z-Richtung enthélt und die Verformung nach dem
Aufschlagen vollkommen elastisch erfolgt. Diesem Umstand 148t sich abhelfen,
indem man die Elastizitdtsmoduln verkleinert. Deshalb haben wir E-Moduln
verwendet, welche etwa zwei Zehnerpotenzen unter ,realen Werten liegen.

Eine Entdimensionierung der Bewegungsgleichungen wire wiinschenswert, al-
lerdings ist leider nicht ersichtlich, was die geeigneten Skalierungsgrofien sind.
Ferner wiirde sich vermutlich auch der Ubergang auf den Stift problematisch
gestalten. Aus diesem Grunde und um den Vergleich mit dem Experiment zu
erleichtern, haben wir die Differentialgleichungen in ihrer jetzigen Form belas-
sen und versucht ,,typische“ Anfangsbedingungen und Kreiselabmessungen zu
verwenden.

Fiir unser erstes Beispiel wurden die Parameter

r=15-10"m, a=03-102m, ' =0.5-10"2m,
a =16-102m, f=0.3, m = 6-10"3kg,

N
I =9-10""kgm®, I;=7-10""kgm’, E=FE =1-10"—,
m

oc=0 =0.1, p = 0.8,

32
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sowie die Startwerte

Yo = 180%, Y9 = 0.1rad, 2z, = 1.1997782 - 10 *m
ausgesucht. Die neun iibrigen Startwerte sind null; die z-Koordinate des Schwer-
punktes wurde so gewéhlt, dafl sich der Kreisel im Kréftegleichgewicht von Ver-
formung und Gewichtskraft befindet.

Demnach mufl die Bewegung in einen stabilen Zwischenzustand mit fixem
Neigungswinkel zwischen 7/2 und 7 miinden. Die kritischen Werte 9¢, ¢ sowie
o wurden nach den Gleichungen (B.7), (B.6) und (B.3) berechnet und sind ge-
strichelt eingezeichnet. Es ist klar, dafl diese Grenzwerte strenggenommen nur
fiir  — oo erreicht werden, die Bewegung aber aufgrund unserer beriicksichtig-
ten Beriihrungsfliche vorher zum Stillstand kommt.

Dies zeigt sich sehr schon an der Abnahme von ¥ nach (approximativem)
Erreichen des kritischen Wertes ¢ (Abbildung 4.1). Diese Abnahme erfolgt aber
nicht monoton, da der gesamten Bewegung noch Schwingungen der Figurenachse
(Nutationen) iiberlagert sind. Dieses Oszillieren {ibertrégt sich insbesondere auch
auf Z,. Allgemein ist bei der Schwerpunktbewegung in Abbildung 4.2 zumindest
andeutungsweise erkennbar, dafi Schwingungen um die theoretisch ermittelten
Werte erfolgen.

Bei den Graphen von ¢ und ¢ fallen sofort die starken Schwankungen mit
enormen Winkelbeschleunigungen am Anfang auf. Grund hierfiir ist der soge-
nannte ,, Abstandseffekt*: Projizieren wir einen beliebigen Punkt der Figuren-
achse (etwa den Mittelpunkt M’) sowie den Schwerpunkt S auf die z—y—Ebene
und halten die Projektion Ps in Gedanken fest, so spiralt Py um Pg herum.
Fiir den Abstand p der Projektionen gilt p = a/sin?d. Um nun Py von Pg zu
verfolgen, mufl die Winkelgeschwindigkeit |¢| umso grofler sein, je kleiner der
Neigungswinkel ¥ (und somit p) ist. Aufgrund der Nutationsbewegung fiihrt
dann jeder Peak von () zu einem mehr oder weniger starken Ausschlag von ¢
und tiber die Kopplung durch die (Quasi-) Erhaltungsgrofie auch zu einem Peak
von 1.
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Abbildung 4.1: Zwischenzustand, Winkelgeschwindigkeiten und Neigungswinkel
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Unser zweites Beispiel zeigt den eigentlichen Untersuchungsgegenstand die-
ser Arbeit, den Stehaufkreisel mit Stift. Die Parameter und Anfangsbedin-
gungen sind genau wie bei dem vorhergenden Beispiel, mit einem Unterschied:
I, = 8-10""kgm?. Diese kleine Anderung bewirkt, daB keine Zwischenzustinde
existieren und somit eine Aufrichtung auf den Stift erfolgen kann.

Am interessantesten ist die Darstellung des Neigungswinkels in Bild 4.3. Ne-
ben den Nutationsbewegungen ist sehr schon das Aufrichten auf den Stift in-
nerhalb kiirzester Zeit zu erkennen; hierbei erreicht der Kreisel zunéchst beinahe
eine senkrechte Position auf dem Stift. Dies duflert sich auch in den beiden Peaks
bei ¢ und 1/}, welche aus dem bereits besprochenen ,, Abstandseffekt“ resultieren,
bzw. formal aus den Gleichungen (1.38) und (1.39) (Singularitéit bei J = =)
folgen.

Auch wenn sich ¥(¢) dem theoretisch ermittelten Wert 7 immer mehr an-
schmiegt, gibt es keine weiteren Peaks bei ¢ oder ¥, da es sich (zunéchst) um
einen stabilen Zustand handelt, was zur Folge hat, dafl der Ausdruck in der
geschweiften Klammer in (3.6) schneller gegen Null gehen muf als sin oJ.

Die heftigen Fluktuationen von ¢ und 4 in der Anfangsphase haben die be-
reits besprochene Ursache, allerdings ist leider nicht klar, was das ,,Umklappen“
der Ausschlige nach oben bzw. unten bewirkt. Bemerkenswert ist aber, daf}
dieser Wechsel mit dem ,,richtigen® Beginn der Prézessionsbewegung einhergeht,
wie aus der Darstellung der Eulerwinkel ¢ und v ersichtlich ist (Abbildung 4.4).

Bevor wir zur Diskussion der weiteren Systemgréfien kommen, betrachten wir
noch einmal die Graphen von ¢ und @/} sowie der Energie um die Qualitat unserer
Naherungsformeln (in Abbildung 4.5 punktiert aufgetragen) aus dem Anhang A
zu illustrieren.

Bei der Energie pafit unser Ndherungsgraph wihrend der gesamten Bewegung
auflerordentlich gut mit dem tatséchlichen Verlauf zusammen. Die Schwingungen
bis zum Doppelkontakt sind auf den unterdriickten Nutationsterm I 192 /2 zuriick-
zufithren. Nach dem Aufrichten auf den Stift verschwindet auch die Schwingung
der Figurenachse und unsere Ndherungsformel geht — wie bereits erwdhnt — in
den exakten Ausdruck fiir Fy,;,(¢) tiber. Bei den Graphen von ¢ und 1) stimmen
die (Mittel-) Werte naturgemé$ fiir ¥ ~ 7/2 besonders gut mit den tatséchli-
chen Daten iiberein. Ab ¥ = 2.64 (entspricht 151°) wurden die exakten Werte
fiir die vertikale Position nach den Gleichungen (A.10) und (A.11) aufgetragen.
Hieran 148t sich das Anschmiegen an die theoretischen Grofien im Limes ¥ — 7
verfolgen.
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Aus den Graphen der Schwerpunktgeschwindigkeit (Abbildung 4.6) erkennen
wir, daf die Translationsbewegung nur eine sehr untergeordnete Rolle spielt und
nach dem Aufrichten auf den Stift auch sehr schnell zur Ruhe kommt. Diese
geddmpfte Schwingung um die Ruhelage erfolgt auch im ersten Beispiel, wie
Langzeit-Testldufe zeigen, ist aber bei der dortigen Zeitskala nur andeutungsweise
zu erkennen.

Wesentlich interessanter ist das zeitliche Verhalten unserer Systemgréfien G
und G’ aus Bild 4.7. Wie in Kapitel 3 vorhergesagt, stimmen diese zu Beginn der
Doppelkontaktphase auferordentlich gut iiberein. Die abrupte Anderung von G
erfolgt nicht wihrend, sondern nach der Doppelkontaktphase; dies gilt auch fiir
die Winkelgeschwindigkeiten, wie der ,gezoomte* Verlauf zeigt!

Aufgrund von Bohrreibung nimmt G’ in der vertikalen Position monoton ab,
bis schlieBlich Instabilitdt beim kritischen Wert, welcher gestrichelt eingezeichnet
ist, eintritt.

Da beim Stehaufkreisel in erster Linie das Aufrichten auf den Stift und Errei-
chen der Position ¥ = 7 interessiert, verzichten wir hier auf eine Darstellung des
gesamten Bewegungsablaufs und teilen lediglich das Ergebnis mit: Unmittelbar
nach 4 s neigt sich der Kreisel immer stéirker zur Seite bis schlieflich ein Uber-
gang in Phase III mit sehr langer Verweildauer (>1 s) eintritt. Danach taumelt
der Kreisel langsam in die Ruhelage zuriick.

Sehr aufschlufireich ist auch das Verhéltnis pvg/w, R, welches den Reibungs-
typ bestimmt. Hierzu folgende Erlduterung: Nach dem Doppelkontakt wur-
de pvy/w, R’ aufgetragen, wihrend Phase III das Minimum von pvg/w,R und
pvp/w, R . Beide Grofien wurden auf einen Maximalwert beschrénkt, was speziell
beim Abheben vom Boden (R bzw. R" — 0) erforderlich wird.

Aus dem Funktionsverlauf konnen wir insbesondere ablesen, dafl nur fiir sehr
kleine v viskose Reibung vorliegt, danach dominiert bis zum Beginn des Doppel-
kontaktes eindeutig Coulomb-Reibung.



Diskussion der numerischen Ergebnisse

41

0.1

0.08
0.06
0.04

Zs
0.02

-0.02

- W

-0.04
0.0

0.04
0.02

0.0

Ys -0.02
-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

3.5

0.04
0.02

0.0

-0.02

Tg -0.04
-0.06

-0.08

-0.1

-0.12

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 4.6: Schwerpunktgeschwindigkeiten

3.5

4.0



Diskussion der numerischen Ergebnisse

2.e-06

1.;’)6—06
stab
1.e-06

5.e-07
G/
0.0

-5.e-07

-1.e-06

-1.5e-06
0.0

1.5e-06

1.4e-06

G 1.3¢-06

1.2e-06

1.1e-06

2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

o [

0.5 1.0 1.

10

3
<
By

&
N
oy

0.0

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Abbildung 4.7: Quasierhaltungsgrofien und Reibungstyp



Diskussion der numerischen Ergebnisse 43

Die nachfolgenden Graphen 4.8 bis 4.10 beschreiben das Verhalten von zu-
sammengesetzten Groflen (Drehimpulse, Winkelgeschwindigkeiten) und spiegeln
das bisher besprochene wider, sollen aber der Vollstandigkeit halber noch kurz
diskutiert werden.

Unsere Darstellung der Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem (Abbildung
4.8) zeigt, dafl die z-Komponente wihrend der gesamten Bewegung klar domi-
niert, also die momentane Drehachse im wesentlichen durch eine zur z-Achse
parallele Gerade bestimmt wird. Dies duflert sich auch in den raumfesten Kom-
ponenten des Drehimpulses, welche naturgemé&f ein dhnliches Verhalten wie die
entsprechenden Komponenten der Winkelgeschwindigkeiten aufweisen.

Die Ubereinstimmung der Funktionsverldufe von L. und der Energie fillt
sofort ins Auge und l&Bt sich auch analytisch begriinden. Die Drehimpulskom-
ponente L, ist identisch mit p, und ist gegeben durch

L. =p, = Lipsin® 0 + L(pcosd + 1)) cos ¥
Setzen wir unsere Niherungswerte ¢(1)) und (1) ein, so ergibt sich

J
Lo~ —"
1 —€ecosd

Vergleichen wir dies mit der Energiedarstellung (A.8), so erhalten wir mit [; ~
I3 =: I die Beziehung
J2 L2

E =~ (1= ccos)? + mgr(1 — ecos?) = 2—; + mgr(1 — ecos ),

womit alles gezeigt ist.

Bei der Winkelgeschwindigkeit im kdrperfesten Bezugssystem (siehe Abbil-
dung 4.10) dominiert die ws-Komponente nur am Anfang und nach dem Auf-
richten auf den Stift, da hierbei die Figurenachse nahezu parallel zur z-Achse
steht. Nach etwa 1.2s (entspricht ¢ ~ m/2) hat w3 einen Nulldurchgang, was
auch analytisch aus (1.14) im Einklang mit unseren Naherungsformeln fiir ¢ und
¢ folgt. In diesem Bereich verteilt sich dann die Rotationsenergie auf die beiden
iibrigen Haupttréigheitsachsen.
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Abschlieend nehmen wir die Umgebung des Doppelkontaktes noch genauer
unter die Lupe (Abbildung 4.11). Besonders interessant ist hierbei das Pha-
sendiagramm; die Bedeutung der einzelnen diskreten Zustdnde wurde bereits in
Kapitel 3 erlautert.

Aus dem Graph entnehmen wir, dafl die Verweildauer in Phase I1I im Bereich
von 1073 s liegt; dies war bei allen Testliufen mit Aufrichtung eine charakteristi-
sche Grofle. Danach schlielen sich vier kurze Luftspriinge abnehmender Lénge
an. Vor dem Doppelkontakt gab es kein Abheben, deshalb wurde das Phasendia-
gramm in der ungezoomten Fassung nicht mit aufgenommen. Bemerkenswert ist
ferner das zweifache Zuriicktaumeln in Phase III, bevor eine endgiiltige Aufrich-
tung erfolgt. Hierbei handelt es sich allerdings nur um ein sehr leichtes Beriihren,
wie aus dem Verhéltnis der Auflagekrifte ersichtlich ist. (Dieses Verhéltnis wur-
de der Ubersichtlichkeit halber auBerhalb von Phase III gleich null gesetzt).

Aus der Darstellung von G(t) sowie G'(t) (gestrichelt eingezeichnet) ist er-
sichtlich, daf wihrend der Gewichtsverlagerung keine gravierenden Anderungen
eintreten, allerdings nimmt G nach dem Doppelkontakt stark ab, im Gegensatz
zu G'. Der treppenformige Verlauf geht mit den Luftspriingen einher, da in
Flugphasen die Impulse p,, sowie p,, Integrale der Bewegung sind.

Ahnliches gilt fiir die Winkelgeschwindigkeiten ¢ und 4 (Abbildung 4.12).
Da dies die mafigeblichen Komponenten der Rotation sind, folgt hieraus, daf}
sich auch alle anderen Gréflen wahrend Phase III nur leicht &ndern, danach
aber ein mehr oder weniger starker Abfall erfolgt. Dieses Verhalten ist auf den
nunmehr groflen Stifthebelarm zuriickzufiihren, welcher das Drehmoment der
Reibung mafigeblich bestimmt.

Dies impliziert insbesondere auch starke Energiedissipation, was wiederum
bedeutet, dal die Aufrichtung auf den Stift in Phase IV sehr schnell erfolgen
muf, um die Konstanz von G’ zu gewahrleisten!
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Schlu3betrachtung

Zum Abschlufl wollen wir unsere Ergebnisse noch einmal zusammenfassen. Wie
wir gesehen haben, stellt die Gleitreibung eine entscheidende ,Zutat® fiir das
Aufrichten auf den Stift dar.

Das eigentliche Geheimnis des Phénomens ,Stehaufkreisel“ liegt jedoch in
einer Erhaltungsgréfie verborgen, was bei Vorhandensein von Reibung sehr ver-
bliiffend ist. Diese Erhaltungsgréofie — die sich iiberdies hinaus unabhéngig von
der genauen Form des Reibungsgesetzes ergibt — zwingt den Kreisel bei geeig-
neten Parameter- und Startwerten in die invertierte Position auf den Stift!

Ferner wurde gezeigt, daf§ die Kombination von Reibung und Erhaltungs-
grofle die Bewegung unvermeidlich in einen Zustand minimaler Energie fiihrt.
Hieraus lassen sich notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen
eines Stehaufkreisels ableiten, was {iber Stabilitdtsuntersuchungen von gewissen
Zustianden (insbesondere der vertikalen Position) geschieht.

Uberdies hinaus wurde eine Modellerweiterung vorgenommen, welche die ela-
stischen Eigenschaften von Kreisel und Unterlage beriicksichtigt. Dies ermoglicht
eine Simulation von Flugphasen und dem Aufschlagen auf den Boden und erlaubt
somit eine realitdtsgetreue Beschreibung der Bewegung. Auch wenn wir im Mo-
dell eine kleine Beriihrungsfliche beriicksichtigen und dadurch das Integral der
Bewegung nicht mehr ganz exakt erhalten ist, bleibt doch die Grundidee die
gleiche: Die Bewegung strebt einem Zustand minimaler Energie zu, die mit dem
momentanen Wert unserer jetzigen Quasi—Erhaltungsgrofle vertraglich ist. Dies
liefert dann eine vollig analoge Erklarung fiir das seltsame Verhalten des Kreisels.

Sehr erfreulich ist ferner, dafl die Numerik unsere analytischen Berechnun-
gen vollauf bestatigt und auch die beobachtbaren Effekte zumindest qualitativ
richtig wiedergibt, womit wir nun ein komplettes Modell vorliegen haben, wel-
ches den gesamten Bewegungsablauf eines Stehaufkreisels mit Stift realitdtsnah
beschreibt.
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Anhang A

Naherungsweise Berechnung von

S (9) sowie (9)

Um ¢ und ¢ in Abhéngigkeit vom Neigungswinkel ¢ zu ermitteln, brauchen wir
neben unserer Erhaltungsgrofie eine weitere Bestimmungsgleichung. Dies ist die
Bewegungsgleichung fiir ©. Hierbei beschrénken wir uns der Ubersichtlichkeit
halber auf den Fall dominierender Coulomb-Reibung, die Ergebnisse bleiben fiir
unser Reibungsgesetz allerdings auch im allgemeinen Fall giiltig. Die Lagrange-
gleichung fiir den Neigungswinkel ¢ lautet dann (vgl. Gl. (1.25))

0 = LU+ @?sindcost(Is — 1) + Ispipsind

fFEN(r—acosd) 1.

+Fyasind + I(r —acost) — Zgsin p + ys cos ¢

Ur
hierbei ist Fy die Normalkraft, welche im Mittel durch mg gegeben ist.

Der Ausdruck in der eckigen Klammer beschreibt die Geschwindigkeit in v-
Richtung (d. h. die Geschwindigkeit senkrecht zur Knotenlinie ON) und ist deut-
lich kleiner als vg, da diese im wesentlichen durch die Winkelgeschwindigkeiten
¢ und ¢ bestimmt wird. Wir kénnen deshalb den Reibungsterm gegeniiber
Fyasind vernachléssigen, sofern sin ) nicht allzu klein wird.

Die Winkelbeschleunigung ¥ oszilliert aufgrund von Nutationsbewegungen
recht stark, allerdings mit einem Mittelwert nur wenig von null verschieden und
deshalb kann der Summand 739 im Mittel ebenfalls gegeniiber dem Schwerkraft-
term vernachlissigt werden. Auch wenn der Term ;9 betragsmiBig die selbe
GroBenordnung wie mgasind erreicht, ist dies nicht weiter tragisch, wie die
nachfolgende Herleitung (Betrachtung des Radikanden) zeigt. Dies ergibt dann
fiir ¢ und ¢ die zwei gesuchten Bestimmungsgleichungen

mga = @*cosVI(ly — Is) — I3 (A1)
J = Lpsin®d + I3(cos ¥ — €)(pcostd + ). (A.2)

o1
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Durch Kombination erhalten wir fiir ¢ die Gleichung
b b?
o= —— 4 —— A3
@ sE\ T ¢ (A.3)

J
B A
mga(cos) — €)
L(1—e€cos?)

mit

Hierbei besitzen die Konstanten b und ¢ dieselbe Gréfienordnung (b ~ 100 rad/s).

In den Koeffizienten obiger Gleichung taucht das Trégheitsmoment I35 bemer-
kenswerterweise nicht auf (wenn man von J absieht); dies ermoglicht es uns, das
Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen! Werden die Parameter so gewéhlt, daf ein
stationdrer Zwischenzustand existiert, so gilt nach der Herleitung zu Gleichung
(2.4)

E = Ewin = Jo + mgr(1 — ecos?). (A.4)

Dies bedeutet, dafl ¢ nicht ungefdhr null sein kann, was wiederum zur Folge
hat, daf in (A.3) das Vorzeichen der Wurzel mit dem Vorzeichen von J {iberein-
stimmen muf}. Die Numerik bestétigt ebenfalls eindeutig das Vorliegen schneller
Prézession. Wir erhalten somit

J
ey ——— A.
7 I (1 — ecos ) (A4.5)
und hieraus wiederum
. J cos 1 1
~— [ ———]. A6
¥ (1 —ecos) ([3 [1) (4.6)

Die letzte Gleichung zeigt uns insbesondere, daf3 1/} fiir ¥ ~ 7/2 Werte um null
annimmt, was durch die numerischen Berechnungen hervorragend wiedergegeben
wird!

Mit den vorhergehenden Gleichungen koénnen wir auch die Gesamtenergie
in Abhéngigkeit vom Neigungswinkel ausdriicken. Unter Vernachlissigung der
Translationsenergie, sowie Beriicksichtigung von ¢?sin? ) > ¥? erhalten wir

I I ;
E ~ ElcsziHQﬁJr§3(gb00819+1/1)2+mg7“(1—ECOSﬁ)o (A7)
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Setzen wir unsere Winkelgeschwindigkeiten ein, ergibt sich

5~ J? (sin2 9 cos?d)

- 1- : A.
2(1 —€ecos®)?2\ I . I ) +mgr(1l — ecos ) (A.8)

Es sei an dieser Stelle noch einmal ausdriicklich betont, daf§ die bisher abgelei-
teten Beziehungen normalerweise fiir sin1 ~ 0 ihre Giiltigkeit verlieren, da die
eingehenden Néherungen nicht mehr erfiillt sind.

Falls das System jedoch in den stabilen Endzustand bei ¢ = 7 hineinlauft,
gilt (A.8) exakt, wie ein Vergleich mit Fy,, () zeigt. Dies ist ein Gliicksfall (aber
natiirlich kein Zufall) und zunéchst umso verwunderlicher, als die Bezichungen
(A.5) und (A.6) fiir ¥ = 7 nahezu vollig unbrauchbar werden! Des Rétsels Losung
liegt in der Struktur von J verborgen. Aus der Darstellung (A.2) entnehmen
wir, daf8 unsere Erhaltungsgréfie mit I;¢sin? 4 beginnt. Fiir sint) ~ 0 fillt ein
falscher Wert von ¢ nicht ins Gewicht, da die Approximationen (1) und (1)
die Bedingung (A.2) erfiillen und somit der Term ¢ cos v + ¢ als Ganzes korrekt
wiedergegeben wird auch wenn jeder Anteil fiir sich falsche Werte liefert! Wie
aus Gleichung (A.7) ersichtlich, besitzt die Energie eine ganz #hnliche Struktur
wie J. Deshalb fiihrt die Darstellung (A.8) auch fiir kleine Werte von sind zu
guten Ergebnissen und geht fiir ¥ — 7 in eine exakte Gleichung iiber.

Die asymptotischen Winkelgeschwindigkeiten lassen sich allerdings auch exakt
berechnen, wenn man beriicksichtigt, daf fiir ¥ — 7 das Reibungsdrehmoment
sowie die Nutationen verschwinden und die Drehachse mit der Figurenachse zu-
sammenfillt. Die Prazessionsgeschwindigkeit ergibt sich dann zu (vgl. [16])

mgl

Wprg = gO = (Ag)

N [3WZ’
hierbei ist | der Abstand vom Auflagepunkt zum Schwerpunkt (Hebelarm).
Betrachten wir den Stehaufkreisel mit Stift, so gilt im asymptotischen Zu-
stand [ = r’ + o’ und wir konnen die Prézessionsgeschwindigkeit in Abhéngigkeit
unserer Erhaltungsgrofie J' durch
mg(1 + €)?r'

o0 =m) = — (A.10)

ausdriicken. Uber die Kopplung durch J’ erhalten wir schlieBlich auch

e J mg(1+ €)%
YW =m) = AT + 7 : (A.11)




Anhang B

Klassifizierung von stationiren
Zwischenzustinden

In diesem Abschnitt sollen die stationdren Zusténde mit sind # 0 genauer un-
tersucht werden. Ausgangspunkt ist das Gleichungssystem

0 = @2cosd(Iy— 1)+ I3p0 + mya, (B.1)
J = Lpsin®d + I3¢p(cosd — €)?, (B.2)
0 = +ep. (B.3)

Die erste Gleichung ergibt sich aus der Bewegungsgleichung fiir den Winkel 4,
unter Beriicksichtigung der Zwangsbedingung z, = r — a cos ¥ lautet diese

0 = (I +ma®sin?9)9 + ma*9? sin 9 cos ¥ +

; 0P
+¢*sindcos (I — 1) + Lopysind + mgasind + —.

Im stationdren Zustand verschwindet der Reibungsterm sowie die Winkelge-
schwindigkeit und -beschleunigung von ¥ und wir erhalten nach Division mit
sinY Gleichung (B.1). Die iibrigen beiden Gleichungen folgen bereits aus der
Herleitung im Haupttext.

Losen wir etwa (B.2) nach ¢ auf und setzen dies in (B.1) ein, so folgt un-
ter Berticksichtigung von (B.3) die bekannte Beziehung (2.15). Allerdings ist
diese auf alternativem Wege gewonnene Gleichung vierten Grades in cos 9 recht
uniibersichtlich und es ist insbesondere nicht klar, wieviele reelle Losungen sie
bei beliebigem J besitzt. Deshalb fiithren wir unser Gleichungssystem in eine
algebraische Gleichung fiir ¢ iiber, welche bedeutend angenehmer ist.

Aus (B.1) erhalten wir fiir den Neigungswinkel in Abhéngigkeit von der
Prézessionsgeschwindigkeit die Beziehung

el mga
Is—1  @*(I3—1)

cosv = (B.4)

o4
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Dies wird in (B.2) eingesetzt und fiihrt nach kurzer Rechnung ebenfalls zu einer
Gleichung vierten Grades in ¢

G Is(1 — ) — I+ J(I, — I3)¢® + (mga)® = 0. (B.5)

Fiir generische Parameter- und Startwerte konnen wir den Gravitationsterm ver-
nachldssigen (siehe dazu auch Diskussion der numerischen Ergebnisse) und wir
erhalten fiir das kritische o den Wert

_ JUs- 1)
[1[3(1 - 62) - [12.

Pc (B.6)

Dies wird in (B.4) eingesetzt und liefert einen bereits sehr guten Naherungswert
fiir den Neigungswinkel

E[g mga[]1[3(1 — 62) — [12]2

B.7
Is— 1 J2(I3 — )3 (B7)

cosVo =

Nach diesen Vorarbeiten sind wir nunmehr in der Lage, die Stabilitdt eines Zwi-
schenzustandes in voller Allgemeinheit zu untersuchen. Dies geschieht durch
geeignete Verkniipfung der Beziehungen fiir ¢ und .

Wir hatten in unserer Stabilitdtsanalyse gefunden:

4.J? ,
) = I sin 9 cosd — Ty(cosd — ¢) sin 9
) [I, sin? ¥ + I3(cos ) — 6)2]3{ 1 SIM Y COS 3(cos €)sind}
J2
[I; sin® 9 + I3(cos ) — €)?]?
><{Il(cos2 ¥ — sin?9) 4 I;(sin® 9 — (cos ¥ — €) cos 19)}

+mga cos V.

E//

min

Aus (B.1) folgt

I _ cos V(I — I3) + Ise, (B.8)

¢
und mit Hilfe von Gleichung (B.2) erhalten wir
4sin® 9o (mga)?
Jpo
-2 2 .2 .2
—¢e{Ii(cos* Io — sin® V) + I3(sin’ Io — (cosde — €) cos V) }

+mga cos V¢

Erltllin(ﬁc) =
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Wir betrachten den zweiten Term

—gpQC{} = 2@200082190([3—[1)
— QL (Is — 1)) — & Ise cos Ve,

Aus Gleichung (B.1) ergibt sich ferner
¢? cos® V(I3 — 1) — p*Ise cos ) + mga cost) = 0, (B.9)

dies wird in den Ausdruck fiir E”

min

eingesetzt mit dem Ergebnis

4sin® ¥ (mga)?

E' (c) = , — g sin? V(I3 — Ih). (B.10)
Joo
Wegen Jpo > 0 (folgt aus Eni(¢c)) gilt
B! (¢c) > 0 <= 4(mga)® > Joi (I3 — I). (B.11)

Wenn wir den véllig unbedeutenden Fall sehr langsamer Rotation aufler acht
lasssen, so ist Stabilitdt — wie es auch zu erwarten war — nur fiir den Fall I; > I3
moglich. Die Ungleichung (2.17) garantiert dann die Existenz des entsprechenden
Zwischenzustandes.

Bemerkung

Prinzipiell 148t sich der Wert fiir ¢ exakt aus (B.5) ermitteln; dies ist allerdings
bei Benutzung von Parametern mit aulerordentlich hohem Aufwand verbunden.
Wir kénnen jedoch einen nochmals verbesserten Naherungswert, welcher den
Gravitationsterm enthélt, erhalten indem wir eine Entwicklung mit Hilfe der
Storungsrechnung vornehmen. Ausgehend von der nullten Ndherung aus (B.6),
ergibt sich in erster Ndherung

J(I3— 1)

2
_ I 2[[1]3(]_—62) —112}
[1[3(1—62)—[12 .

[J(I - I;))°

Yo (mga) (B.12)
Dies ist {ibrigens auch der gleiche Wert, den man mit Hilfe des bekannten Newton-
Verfahrens im ersten Iterationsschritt erhélt. Eine Groflenordnungsabschétzung
zeigt, daB nur eine geringfiigige Anderung eintritt (fiir das gewiihlte Beispiel aus
unseren numerischen Berechnungen betrégt der Unterschied weniger als ein hal-
bes Prozent). Dies untermauert eindrucksvoll die Qualitdt unseres Néherungs-
wertes aus Gleichung (B.6) und wird auch durch die Numerik (Abbildung 4.1)
bestétigt.
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